Mittelineaarsed struktuurid

Graaf. Pohialgoritmid graafidel.



Graaf

Ainult lineaarses vormis el ole voimalik koOiki
andmeobjektide vahelisi seoseid modelleerida.

Graaf on struktuur, millega kujutatakse paari-
kaupa seoseid objektide hulgas.

Erijuhul voib olla ka siin tulemuseks lineaarne
struktuur. Uldiselt saame aga usna suvalise
kKujuga tippudest ja servadest koosneva vorgu



Ajalugu

Esimese graafiteooria probleemi Konigsbergi
sildadest lahendas 1736. a. Sveitsi matemaatik ja

fuusik Leonhard Euler (1707-1783)

Euleri tulemused jaid pikaks ajaks unustusse ning
graafe on korduvalt ,taasavastatud”. Nii avastas 1845.
a. need saksa fuusik G. R. Kirchhoff (1824-1887)
vooluahelate kohta kaivates Kirchoffi seadustes.

Graafi moiste vottis 1878. a. kasutusele inglise
matemaatik James Joseph Sylvester (1814-1897).



Konigsbergi sillad

Konigsbergi sildade probleem oli esimene graafiprobleem (ehkki
sOna ,graaf‘ ei kasutatud)

Pregeli joel Konigsbergis oli L. Euleri eluajal 7 silda. Linna elanikel
olla olnud mang, mille kaigus puduti leida jalutamisteed.

* Probleem 1: kas lugupeetavad linnakodanikud saavad
puhapaevasel jalutuskaigul uletada koik sillad Uhe korral ja jouda
koju?

* Probleem 2: kas kodanikud saavad planeerida jalutuskaigu nii, et
iga sild uletatakse uhe korra, kuid tagasi lahtepunkti jbudmine ei
ole oluline?

Pildid jargmistel slaididel:

http://et.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsbergi_sildade probleem

Lugeda saab ka siit:

https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/leonard-eulers-solution-to-the-konigsberg-bridge-
problem


http://et.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsbergi_sildade_probleem

Konigsbergi sillad — kaart (1651. a)




Konigsbergi sillad - graaf



Graafi definitsioone

Graaf G=(V, E) on jarjestatud paar mittetuhjast
hulgast V ja selle hulga elementide paaride
hulgast E.

Hulga V elemente nimetatakse graafi
tippudeks ja hulga E elemente graafi
servadeks, kaarteks voi seosteks.

Graaf (ingl graph) koosneb tippudest (ingl
vertex, node) ja tippe uhendavatest kaartest
(servadest) (ingl edge).



Graaf

Suunatud (orienteeritud) graaf (ingl directed
graph, digraph) on graaf, mille kaartel on suund,
st iga kaare jaoks on maaratud algusetipp ja
I6putipp. Oeldakse, et graafi tipud on paari
kaupa jarjestatud.

Suunamata (orienteerimata) graafis (ing/
undirected graph) on seos kahe tipu vahel
molemas suunas uhesugune (seos on
summeetriline). See kehtib graafi kdigi servade
kohta.



Tippude seotus

Tee (ingl path) ehk ahel on selline kaarte
jargnevus, kus uhe kaare |0pp-punkt on jargmise
kaare alguspunktiks.

Kaks tippu v ja u on seotud, kui nende vahel on
tee.

Kaks tippu on seotud kulgnevussuhtega (ingl
adjacency relation), kui uhest tipust laheb kaar
teise tippu (tipud kulgnevad).

Kui kaar laheb tipust v tippu w, siis on tipp w tipu
v naaber ehk temaga kulgnev tipp.



Ahelad ja tsuklid

Elementaarahel on ahel (kaarte ehk servade
jada), mis el labi uhegi tipu ule uhe korra.

Lihtahel on ahel, milles servad ei kordu.

Kui ahela algus ja |opp on samas tipus, siis on
tegemist tsukliga

Elementaartsukkel - elementaarahel, mis
|oppeb samas tipus

Lihttsukkel - lihtahel, mis I16ppeb sama tipus.



Tsuklid

Hamiltoni tsukkel on elementaartsukkel, mis
labib koiki graafi tippe (uhe korra).

Euleri tsukkel on lihttsukkel, mis [abib koiki
graafi servi (Uhe korra).

Sidus graaf on graaf, milles iga kahe tipu jaoks
leidub neid tippe uhendav tee. Ehk graaf on
piltlikult oeldes uhes tukis



Konigsbergi sillad - lahendus

Euleri tee on tee, mis labib graafi kdik servad uhe korra
(probleem 2).

Euleri tsukkel — Euleri tee, mis moodustab tsukli ehk jouab
lahtetippu tagasi, olles eelnevalt labinud koik graafi servad
uhe korra. (probleem 1).

Tipu aste (valents) on servade arv, mille otspunktiks antud
tipp on.

Vastavalt Euleri teoreemile esineb Euleri tsukkel graafis siis,
kui graaf on sidus ja selles ei ole paarituarvulise astmega
tippe.

Euleri tee esineb graafis siis, kui graaf on sidus ja ei sisalda
rohkem kui kaht paarituarvulise astmega tippu.



Konigsbergi sillad tana
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Atsukliline graaf

Kui graafis ei ole uhtegi tsuklit (mitte uhestiki tipust ei
leidu teed samasse tippu tagasi), nimetatakse graafi
atsukliliseks (acyclic graph).

Atsukliline suunamata graaf on oma olemuselt puu.
Ta ei pruugi olla juurega puu (rooted tree). Juurega
puul on fikseeritud juurtipp.

Suunatud atsukliline graaf (directed acyclic graph
ehk DAG) on suunatud graaf, kus puudub tsukkel.
Selline graaf on oluline mitmete Ulesannete
lahendamisel.



Info graafis

Info / objektid paiknevad graafi tippudes.

Infot sisaldavad ka graafis servad, esitades seoseid
tippude vahel. Seose tahendus voib olla vaga erinev.

Graafi servade ehk kaartega saab siduda arvud.
Neid arve kutsutakse kaaludeks ning vastavat graafi
kaalutud graafiks (weighted graph) ehk vorguks
(network).

Kaalude abil saab naidata seoste tugevust, pikkust,
labilaskevoimet vms.



Realisatsioon

Graafide realiseerimisel on oluline salvestada infot iga tipu
naabertippude kohta. Selleks on kaks peamist vGimalust:

* Kulgnevusahelloend (adjacency-list)

* Kulgnevusmaatriks (ka naabrusmaatriks, seosmaatriks)
(adjacency-matrix)

Eelistatav realisatsioon soltub graafi iseloomust, lahendatavast

ulesandest, tippude ja servade suhtarvust ms.

Eristatakse tihedaid (dense) ja horedaid (sparse) graafe, mida
Iseloomustab erineva tippude ja kaarte arvu suhe. Esimestele on
sobivam kulgnevusmaatriks (pole liigset malu raiskamist). Teistele
pigem kulgnevusahelloend.

Moned asjakohased joonised:
https://de.wikipedia.org/wiki/Adjazenzliste






Kulgnevusmaatriks

10

L

10




Kulgnevusahelloend

NULL

NULL

NULL

NULL

1 o 2 ¢
2 NULL

3 PS 4 o
4 o 5 NULL

c ° 6 NULL

6 o 7 ®
7 NULL

8 o 7 &
9 ° 10 NULL

10 NULL




Graafiprobleemid

Kuidas jouab koige kiiremini Tallinnast Varskasse?

Kuidas transportida kaupa koige odavamailt
erinevatelt muujatelt erinevatele ostjatele.

Kuidas korraldada toode jarjekord, et saada maja
valmis kodige luhema ajaga?

Kuidas suunata netiliiklus efektiivselt labi ruuterite?
Kuidas joota trukiplaadil kokku kontaktid nii, et kOik
oleksid omavahel seotud, kuid seoseid oleks

minimaalne arv voi et lisatavad “traadid” oleksid
minimaalse pikkusega?



Klassikalised graafiprobleemid

On linnade ja nende vaheliste kauguste nimekiri. Milline
on luhim voimalik teekond, mis labib koik linnad tapselt

uhe korra ja jouab algpunkti tagasi? Randkaupmehe
ulesanne (travelling salesman)

Naiivse joumeetodil lahenduse korral, leides

KOlkvOoimalikud teekonnad, on tegemist faktoriaalse
Keerukusega algoritmiga.

Kui tasapind on jagatud pidevateks piirkondadeks,
moodustades kaardi-taolise kujundi, saab selle varvida

nelja erineva varviga nii, et naaberpiirkondi ei varvita
sama varvi.

Nelja varvi probleem (four-color problem / theorem)




Graafialgoritmid

Graafidele on kirjeldatud palju erinevaid
algoritme, mis aitavad ulesandeid lahendada.

Kaks olulist uldist graafialgoritmi on laiutiotsing
ja suvitsiotsing (sarnasus vastavate
puualgoritmidega).

Molema algoritmi sisuks on graafis koigi tippude
labimine, kuid seda tehakse erinevas jarjekorras
(tegelikult midagi klassikalises mottes ei otsita).

Mitmed teised algoritmid kasutavad neid kahte
pohialgoritmi.



Laiutiotsing

Laiutiotsing (ingl breadth-first search) on strateegia,
mille abil on naiteks voimalik leida lUhemaid teid.

_aiutiotsingul voetakse aluseks lahtetipp u. Leitakse
KOiK tipud, kuhu on vdimalik jdouda tipust u uhe kaare
abimise jarel (tipu u naabrid).

Seejarel voetakse aluseks koik eelmisel ringil leitud
tipud ja leitakse omakorda nende naabrid. Sisuliselt
tipud, mis asuvad lahtetipust kahe kaare kaugusel.

Kui tipp oli juba vahema hulga kaarte labimisega katte
saadud, siis uut pikemat teed ei fikseerita. Nii toimides
labitakse I0puks koOik tipud ja saadakse teada kaarte
arv algustipust igasse tippu.



Laiuti otsimine

Algoritmi too tulemuseks on loetelu tippudest,
mis on kattesaadavad lahtetipust S.

Lisaks on teada tee pikkus (kaarte arv) tipust S

kOigisse teistesse tippudesse Tekib puukujuline
struktuur (mida kull fGusiliselt Ules ei ehitata), nn
laiutiotsingupuu.

Naide:
http://en.wikipedia.org/wiki/Breadth-first _search



Suvitsiotsing

Suvitsiotsing (ingl depth-first search) strateegia on
sarnane laburindi labimisele, kui seda vahegqi
sustemaatiliselt teha.

Suvitsiotsingu strateegia seisneb selles, et
minnakse uhte teed mooda nii (kaugele) sugavale,
kui see voimalik on (st tipult tema naabrile ja sellelt
omakorda tema naabrile jne).

Kui tipul rohkem naabreid pole, poordutakse
eelmisesse tippu tagasi ja otsitakse teist teed.

Nii jatkatakse seni, kuni leidub tippe, mida pole veel
kulastatud, kuid mis on algustipust kattesaadavad.



Topoloogiline sorteerimine

Kui graaf on atsukliline ja orienteeritud (DAG), siis on
graafi tippude vahel olemas (ja leitav) osaline
jarjestus.

Topoloogilise sorteerimise ulesanne: leida graafi
tippude lineaarne jarjestus, kus iga kaar laheb no
eelneva tipu poolt jargneva tipu poole. Ehk koigi reas
olevate tipupaaride u ja v korral on tipp u eespool
tippu v.

Ei ole sorteerimine tavamoistes, kuid annab siiski
teatud tippude jargnevuse.

Nt toode jarjestamise (planeerimise) ulesanded.



Topoloogiline sorteerimine

Naide slaidil 5 oleva graafi pohjal.

Eellaste tabel, mille alusel sorteeritud jada
moodustatakse:

tipp 1 2 3 4 5 6 7
ceellasi 0 1 ] ] 5 P~ =~

Kaks vOoimalikku jargnevust oleksid:
e 1 2345689 10 7
e 81324569710

Loe tapsemalt pikast materjalist!!




Toesepuu

Toesepuu (ingl spanning tree) on alamgraaf
(graafi osa), millesse arvatud servad moodustavad
puu, uhendades samal ajal kOik graafi tipud.

Servi on eemaldatud nii, et kaoksid tsuklid, ent
sidusus koigi tippude vahel sailuks. Toes el ole
uldjuhul Uheselt maaratud.

Kui servadel on mittenegatiivsed kaalud, saab
leida minimaalse toesepuu. See on toes, mille
kogukaal on koigi toespuude hulgast minimaalne.

Naide Kruskali algoritmist:

http://en.wikipedia.org/wiki/Kruskal%?27s_algorithm



Dijkstra algoritm

Luhima tee leidmiseks kaalutud graafis saab
kasutada Dijkstra algoritmi.

Luhim tee kaalutud graafis on selline tee, kus
kaarte kaalude summa on vaikseim (mis ei
tahenda ilmtingimata vahimat kaarte arvu).

Selle algoritmiga tegeleme edaspidi.
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