Otsingumeetodid. Jirjestotsing. Kahendotsing. Puuotsing.

Otsingumeetodid

Otsing (ingl search) on mingi andmekogumi iihe vdi enama andmeelemendi uurimine etteantud
omadusega elementide leidmiseks. (IT-Terministandardi sdnastik: EVS-ISO 2382-6:1999)

Otsingumeetodid tegelevad probleemiga, kuidas (mis viisil korrastatuna) salvestada andmed arvutis ja
kuidas neid sealt uuesti iiles leida. Oluline on organiseerida andmed selliselt, et andmeelement oleks
voimalikult kiiresti leitav. Enamasti kasutatakse andmete otsimiseks mingit identifikaatorit, nn
otsinguvotit ehk otsivotit K (ingl search key). Otsinguvoti on andmete vilja otsimiseks kasutatav
vOti.

Andmekogumi kirjete hulgast on vaja leida kirje, mille voti vordub otsinguvdtmega. Leitud kirje
tagastatakse (vOimalik, et antakse ka lihtsalt teada, et leiti) v3i antakse teada, et sellise vOtmega kirjet
el leitud.

Kirje koosneb paljudest andmetest. Aga igas kirjes eristatakse votmevilja, mille véértuse jargi otsing
toimub. Tavaliselt eeldatakse, et igal votmel on unikaalne viirtus, et selle jargi kirje tiheselt
identifitseerida.

Otsingut nimetatakse edukaks, kui leiti otsinguvdtmele K vastava votmega kirje, ning mitteedukaks
(ebaedukaks) kui ei leitud.

Otsingumeetodis ega algoritmis ei kirjeldata seda, mis saab leitud kirjest edasi voi mida tehakse siis,
kui kirjet ei leitud. Otsingumeetodid peatuvad hetkel, kui otsunguvdtmele K vastav kirje leitakse voi
tuvastatakse, et otsitav kirje puudub. Kiill aga v3ib otsingumeetod tegeleda kirjete paigutamisega (voi
eeldab teatud paigutust), sest on loogiline, et slisteemselt paigutatud materjali hulgast on alati
efektiivsem otsida ning kirjete paigutamine ning nende hulgast otsimine on tihedalt omavahel seotud.

Oluline on otsinguks kuluv aeg, kuid alati ei saa ainult ajast lihtuda. Kui otsinguga kaasneb ka t66
kirje paigutamiseks, tuleb valik teha ldhtudes erinevate tegevuste (andmestiku muutumine vs sealt
otsimine) esinemise sagedusest.

Aeglasemad otsingumeetodid tdotavad lineaarse ajaga O (N) . Kiiremate algoritmide t66 kiitinib
logaritmilise O (1og N) ja konstantse ajani O (1) . Samal ajal nduavad kiiremad algoritmid lisatood
kirjete paigutamiseks.

Klassifitseerimine

Otsingumeetodeid saab klassifitseerida mitmeti ning meetodi valik sdltub paljus andmete kéitumisest
ja iseloomust.

«  Mailukasutuse jirgi:

o siseotsing — koik andmed on korraga operatiivmalus;

o vilisotsing — kdik andmed pole korraga mélus, osa on kdvakettal.
+ Andmete muutumise sageduse jargi:

o staatiline — andmestik ei muutu kasutuse kéigus (eriti) ja pohililesanne on otsinguaja
vihendamine;

o diinaamiline — andmestik muutub tihti elementide lisamise ja kustutamise tottu.
«  Otsinguvdtmete iseloomu ja kasutamise jargi:
o kasutab vOtmete vordlemist;

o kasutab votmete arvulisi omadusi;

1/13



Otsingumeetodid. Jirjestotsing. Kahendotsing. Puuotsing.

o kasutab tegelikke votmeid;
o kasutab muudetud vitmeid.

Jargnevalt kirjeldatakse jarjestotsingut, kahendotsingust ning puuotsingust. Teksti lihtsustamise
huvides ei korrata pidevalt, et otsitakse kirjet teatud votme védrtusega, vaid kirjutatakse, et otsitakse
votit. Siiski tasub meeles pidada, et voti on vaid iiks osa andmestikust ning temaga on alati kaasas veel
mitmeid olulisi andmeid. Enamasti eeldatakse, et votmevéaartused on unikaalsed, kuid mitmeid
otsingumeetodeid on voimalik kohandada ka olukorrale, kus votmete véartused korduvad.

Jérjestotsing

Jirjestotsing (ka jadaotsing, lineaarotsing, ingl sequaential search, linear search) on kdige lihtsam
otsingumeetod.

Jérjestotsing on otsing, milles andme kogum skaneeritakse jarjestikku. (IT-Terministandardi sonastik:
EVS-ISO 2382-6:1999)

Idee: andmed on jadas, alustatakse jada algusest ja vorreldakse jirjest iga kirje votit otsinguvotmega;
jatkatakse seni, kuni on leitud otsinguvdtmele vastav kirje. Peale kdigi kirjete 1abivaatamist voib ka
jouda arusaamisele, et sellise votmega kirje puudub.

Jérjestotsing on koige lihtsakoelisem otsingumeetod. Algoritmi keerukus on lineaarne (o (N)).
Keerukus parimal ja halvimal juhul (otsitav on esimene vs otsitavat ei leitud) erinevad iiksteisest
oluliselt. Mingeid eelduseid kirjete paiknemise kohta andmestikus ei ole. Meetod to6tab histi
massiivil, kuid teda v3ib sama hésti kasutada ka ahelloendist otsimisel. Suuremate andmehulkade ja
korduva otsimise korral ei ole jéarjestotsingut siiski moistlik kasutada

Jirjestotsing funktsioonina: parameetriteks on massiiv, massiivi suurus ja otsinguvoti, valjundiks on
otsitava elemendi indeks voi -1, kui elementi ei leitud. Lihtsustamiseks koosneb massiiv tdisarvudest,
mida késitletakse votmetena.

int SequentialSearch (int data[MaxN], int N, int searchKey) {

/~k
* data - otsungumassiiv
* N - elementide arv massiivis

* searchKey - otsinguvdti
* Tagastab -1 ebaedukal otsingul ja indeksi edukal otsingul.

*/
int i = 0, found = -1;
while (i < N && found == -1) {
if (searchKey == datali]) {
found = 1i;
}
i++;

}

return found;

}

Kahendotsing

Kahendotsing (ingl binary search) on dihhotoomotsing, mis to6tleb vordse andmeelementide arvuga
kogumeid, paaritu elementide arvuga algkogumi korral aga lubab iihel kogumil sisaldada {iht
lisaelementi. (IT-Terministandardi sdnastik: EVS-ISO 2382-6:1999)

Dihhotoomotsing (ingl dichotomizing search) on otsing, mille puhul andmeelementide jérjestatud
kogum jagatakse kaheks teineteist vilistavaks osaks, jittes lihe neist kdrvale; protsessi korratakse
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allesjdéinud osaga, kuni otsing on 1oppenud. (IT-Terministandardi sonastik: EVS-ISO 2382-6:1999)

Kahendotsingu aluseks on eeldus, et andmed on jarjestatud votmete vairtuste jargi: k, < k; < k, <
< k.

Peale otsinguvdtme k ja andmestiku votme k; vOrdlemist vdime vdita iihte jargnevast:
kui k < k; - vOtmed k;.; ... k,langevad edasise vaatluse alt vilja;

kui x hurraa, otsitav on leitud;

I
7z
|

kui x > k; votmete k; .. k;_; hulgast pole rohkem vaja otsida.

Kahendotsing arvestabki eelnevaga. Andmemassiiv jagatakse pooleks, massiivi keskel olevat vatit
vorreldakse otsinguvotmega. Kui otsinguvoti vordub massiivis oleva votmega, on kirje leitud. Kui
otsinguvoti on vdiksem, voib massiivi lilemise poole edasisest vaatlusest korvale jatta. Edasi jagatakse
pooleks massiivi alumine pool jne, kuni kirje leitakse voi vaatlusse jadnud elemente enam pooleks
jagada ei saa.

Kahendotsingut sobib kasutada massiivil, kus on kerge indeksi jérgi leida keskmist kirjet. Ehk siis
lisaks sorteeritusele peab andmestik voimaldama otsepodrdust suvalise kirje poole. Seega niiteks voib
vilistada kahendotsingu kasutamise ahelloendis, ka siis, kui ta on sorteeritud.

Kahendotsing funktsioonina: parameetriteks on massiiv, massiivi suurus ja otsinguvdti, véiljundiks on
otsitava elemendi indeks voi -1, kui elementi ei leitud. Lihtsustamiseks koosneb massiiv tdisarvudest,
mida kisitletakse votmetena.

int BinarySearch(int data[MaxN], int N, int searchKey) {

/*
* data - otsingumassiiv
* N - elementide arv massiivis

* searchKey - vaartus, mida otsitakse
* Tagastab -1 ebaedukal otsingul ja indeksi edukal otsingul.
*/
int begin, end, middle; /* vahemiku alumine, {ilemine ja keskmine indeks */
begin = 0;
end = N - 1;
while (begin <= end) {
middle = (end + begin)/2;
if (data[middle] == searchKey) {
return middle;
}
else {
if (searchKey < data[middle]) {
end = middle - 1;
}
else {
begin = middle + 1;
}
}
}
return -1;

}

Kahendotsingu keerukusklass on O (1og n), seega on tegemist paris hea meetodiga. Kui aga on
tarvis vaid paar korda otsida, siis pole motet kiiremaks otsinguks kasutada linearitmilise voi lausa
ruutkeerukusega sorteerimisalgoritmi. Jarjestotsing on piisavalt hea.
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Puuotsing

Eespool kirjeldatud meetodid on head, kui andmestik on staatiline (ei muutu tihti) ja on salvestatud
massiivina. Kui andmeid on vaja tihti lisada ja kustutada, ei ole massiiv selleks sobiv andmestruktuur.
Andmete korrastamise (uue sorteerimise) vajadus igal lisamisel ja eemaldamisel muudab t66
ebaefektiivseks. Tihti muutuvate andmete jaoks on vaja sellist struktuuri, mis lubab andmeid
efektiivsemalt lisada ja kustutada ning selle juures sdilitada andmete jirjestatus.

Puuotsing (ingl tree search) (ka hargotsing) toimub puustruktuuris. Otsingu igal sammul saab
otsustada, millise osa puust v3ib edasisest otsingust korvale jétta. (IT-Terministandardi sdnastik: EVS-
ISO 2382-6:1999)

Kahendotsingupuu

Muutuva andmestiku jaoks sobib paremini viitade abil ehitatav kahendpuu, kui diinaamiline struktuur.
Kahendpuus saab elemente kiiresti lisada ja kustutada ning saab ka efektiivselt otsida. Et kahendpuu
muutuks sobivaks struktuuriks otsimisel, on vaja elemendid puusse paigutada teatud reeglite jargi.

Kahendotsingupuus (ingl binary search tree, liihendatult BST) lisatakse votmed jargmiste reeglite
kohaselt:

1. Iga tipu vasakpoolse lapse voti on véiksem tipu votmest, iildisemalt koik tipu vasakpoolses
alampuus olevad votmed on vdiksemad tipu vitmest.

2. Iga tipu parempoolse lapse vOti on suurem tipu votmest, iildisemalt kdik tipu parempoolses
alampuus olevad votmed on suuremad tipu votmest.

3. Need kaks reeglit kehtivad iga alampuu kohta.

Oeldakse, et kahendotsingupuul on otsinguomadus (ingl search property) ehk kahendotsingupuu
omadus (ingl BST property), mis seisneb eespool toodud reeglites. Véga oluline on sealjuures mdista,
et koik tipu vasakus alampuus olevad votmed on viiksemad ja kdik paremas alampuus olevad votmed
on suuremad vastava tipu votmest (vt Joonis 1).

X

Joonis 1: Kakendotsingitpuu réegel

Kahendotsingupuusse paigutavad votmed voivad olla suvalist tiitipi, oluline, et neid saab jarjestada.
Niéiteks voime késitleda nimesid vitmetena, kus jirjestuse médrab tdhestik (vt Joonis 2). Efektiivne on
nii otsimine kui ka uute andmete lisamine.
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Sisuliselt toimub otsimisel kahendotsing: puu tipus olevat votit vorreldakse otsinguvdtmega ning
tehakse otsus vasakusse vOi paremasse alampuusse litkumiseks. Uue votme lisamisel otsitakse talle
sarnasel viisil sobiv koht ning lisatakse uus vdti leheks. Andmed on pidevalt sorteeritud.

Margit
/ \
Kristi Mihkel
Carol Martin Peeter
~ DN
Kemal Triinu

Joonis 2: Kahendotsingupuu nimedest (Margit, Kristi, Mihkel, Peeter,
Martin, Carol, Triinu, Kemal).

Samadest votmetest saab soltuvalt votmete lisamise jarjekorrast tekitada mitu erinevat otsingupuud.

Lisades Joonis 2 olevad nimed niiteks vastupidises jirjekorras saame hoopis teise kujuga puu, kuid
kahendotsingupuu on ta endiselt.

Olgu meil on votmed 1, 2 ja 3. Soltuvalt sellest, millises jarjekorras nad lisame, tekivad jargmised
puud (vt Joonis 3):

Lo

Joonis 3: Samadest votmetest koostatud kahendotsingupuud.
Lisamise jdrjekord: a) 1-2-3, b) 2-1-3 voi 2-3-1, c¢) 3-1-2

Tegevused kahendotsingupuus:
« vOtme lisamine;

« vOtme kustutamine;

+ otsinguvdtme jdrgi otsimine;

- minimaalse ja maksimaalse vOotme tagastamine;
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« suuruselt eelmise ja jirgmise votme leidmine;

- sorteerimine.

Votme lisamine

Vaotme lisamiseks tuleb leida talle sobiv koht vastavalt votme véirtusele ja seejdrel ta uueks leheks
lisada (uus voti saab alati leheks). Lisamise (tegelikult kiill dige koha otsimise) keerukus on O (1og

n) vastavalt puus olevale elementide arvule n.

Algoritm on jargmine:

- alustades puu juurelemendist varreldakse iga votit lisatava votmega;
« kui lisatav voti on vdiksem, jatkatakse liikumist vasakus alampuus;
« kui lisatav voti on suurem, jitkatakse litkumist paremas alampuus;

« kui valitud alampuu on tiihi, on uuele votmele koht leitud.

Lisamise funktsioon saab sisendiks puu juure aadressi T ja lisatava votme aadressi z. Igas puu tipus on
viljad key (voti), left ja right (vastavalt vasaku ja parema alampuu aadress). Uue elemendi
vOtmeviljas on voti, véljad 1eft ja right on védrtustatud NIL-idega. Lisaks vOib igas sdlmes olla
veel liks viidavili, kuhu kirjutatakse elemendi vanema aadress (nimetatud p, parent). Algoritm on

esitatud pseudokeeles vastavalt raamatule Cormen, Leiserson, Rivest "Introduction to Algorithms", nn
CLR.

TREE-INSERT (T, z)

y = NIL
x = T.root
while x != NIL // liigume leheni, mille kiiljes &ige tiithi alampuu
y = X
if z.key < x.key
x = x.left
else x = x.right
Z.p =y // vali p on vanema aadress
if y == NIL
T.root = z // puu T oli tthi, saab z juureks
elseif z.key < y.key
y.left = z

else y.right zZ

Oige koha leidmiseks lébitakse puus alati iiks tee alustades juurest ja 1dpetades tiihja alampuuga.

Otsing
Otsinguvdtme jargi otsimise tulemuseks on kas tipu aadress voi teade sellise tipu / votme puudumisest.

Algoritm on liihike ja lihtne: alustades puu juurest liigutakse vastavalt otsinguvotme véartusele
vasakusse vOi paremasse alampuusse kuni voti leitakse voi kuni joutakse leheni. Kui voti leitakse,
tagastatakse tipu aadress, kui ei leita, siis NIL. Algoritmile on sisendiks otsinguvdti k ja puu juure
aadress T ning véljundiks tipu aadress x v01 NIL. Algoritm on esitatud pseudokeeles vastavalt CLR-ile.

Tree-Search (k,T)

x =T
while x != NIL and k != x.key do
if k < x.key
x = x.left
else

6/13



Otsingumeetodid. Jirjestotsing. Kahendotsing. Puuotsing.

x = x.right
return x
Kui votit ei leita, jouab muutuja x leheni ja omandab vairtuse NIL (mille abil ka tsiikli jatkamist
kontrollitakse). Kui vati leitakse katkeb tsiikkel varem ja x-i vddrtuseks on otsitava tipu aadress.

Sama algoritm rekursiivselt (vastavalt CLR-ile):
Tree-Search (x, k)
if x == NIL or k == x.key
return x
if k < x.key
return Tree-Search(x.left, k)
else
return Tree-Search (x.right, k)

Vaikseim ja suurim voti

Viikseima votme leidmiseks tuleb litkuda juurest alates médda puud seni vasakule kui saab. Viimases
kéttesaadavas tipus ongi véikseim voti.

Suurima votme leidmiseks tuleb aga litkuda modda puud paremale kuni NI L ette tuleb ja siis on
suurim voti kées.

Kumbki tegevus on keerukusega O (log n).

Jargnevad funktsioonid (vastavalt CLR-ile) kutsutakse vélja nii, et argumendiks antakse puu juure
aadress.

TREE-MINIMUM (x)

while x.left != NIL

X = x.left
return x

TREE-MAXIMUM (x)
while x.right != NIL
x = x.right

return x

Tipu kustutamine

Tipu kustutamine on sarnaselt tipu lisamisega oluline kahendpuus tehtav t66. Kustutamine algab
otsimisest. Kui vastav tipp on leitud, siis on tema kustutamisel kolm vdimalust:

1) kui tipul pole lapsi, voib tipu lihtsalt dra kustutada;
2) kui tipul on tiks laps, paigutatakse see kustutatud tipu asemele;

3) kui tipul on mdlemad lapsed, otsitakse tema asemele talle suuruselt jargnev tipp x, mille vasak
alampuu on tiihi; fiitisiliselt eemaldatakse tipp x (eelmise algoritmi kohaselt) ja tipus x olnud
andmed kirjutatakse kustutatava tipu asemele. Suuruselt jirgmine tipp peaks paiknema kustutatava
tipu paremas alampuus koige vasakul (parema alampuu kdige viiksema votmega tipp).

Koigi votmete valjastamine

Kahendpuu ldbimiseks oli kirjeldatud kolm vdimalikku jargnevust. Kasutades ldbimiseks inorder-
jérjekorda (vasak alampuu, juur, parem alampuu) saab votmed kéitte sorteeritult ehk kasvavas
jarjekorras. Vastav algoritm on jirgmine (vastavalt CLR-ile):

INORDER-TREE-WALK (x)
if x != NIL
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INORDER-TREE-WALK (x.left)
print x.key
INORDER-TREE-WALK (x.right)

Korduvad votmed

Uldiselt eeldatakse, et otsimine toimub unikaalsete vdtmete jirgi. Kahendotsingupuusse saab lisada ka
korduvaid votmeid. Soltuvalt {ilesande iseloomust on kolm vdimalust:

1. Igasse tippu lisatakse loendur, mis néitab mitu sellist votit on.

2. Uute tippude lisamisel kasutatakse "véiksem"-suhte asemel "vdiksem v4i vordne"-suhet, seega sama
votmega element pannakse vasakusse alampuusse.

3. Ei lasta ennast hdirida ja korduvat votit ei lisata.

Tasakaalustatud puu

Uldiselt loetakse kahendotsingupuust otsimist, nagu ka teisi operatsioone, logaritmilise keerukusega
tegevuseks. Millest sdltub otsinguks kuluv sammude arv? Puu korgusest. Maksimaalne sammude arv
on puu korgus ehk otsingul lébitakse tee juurelemendist leheni, kui otsitavat varem ei leita. Puu korgus
on aga omakorda seotud puus olevate elementide arvuga logaritmilise seose 1dbi. Ehk kahendpuu
(tdpsemalt kiill tdieliku kahendpuu - mis see oli?) kdrgus on 1og (N), kus N on tippude arv puus. Seega
logaritmiline keerukus on tagatud vaid juhul, kui puu tasemed on maksimaalselt tdidetud ehk on
tekkinud tdielik kahendpuu. Puu tegelik headus soltub sellest, millises jérjekorras votmed lisatakse,
sest selle jargi saab puu endale kuju. Milline on halvim variant? Kindlasti see, kus lisatavad votmed on
eelnevalt jarjestatud. Sel juhul saadakse sisuliselt lineaarne ahelloend ja otsimise keerukus on
lineaarne.

Kui puu s6lmed on voimalikult iihtlaselt jaotunud, kdik tasemed on enam-vidhem téis, siis on teed puu
juurelemendist lehtedeni (enam-vihem) vordse pikkusega ja aeg tdepoolest logaritmiline.

Kuidas hoida otsingupuud heas seisundis?

Kui puu tekib juhuslike vairtustega votmetest on alust kiill loota, et halvimat varianti (lineaarset
ahelloendit) ei teki, kuid optimaalset olekut ei pruugi samuti tekkida.

Et saavutada otsingupuus paremaid tulemusi, tasakaalustatakse neid. Kasutatakse mdistet tasakaalus
otsingupuu (ingl balanced search tree). Tasakaalus kahendotsingupuu tagab logaritmilise aja nii
otsimisel, lisamisel kui ka kustutamisel. Ehkki sammude arv 1og (N) vOib olla korrutatud mone
konstandiga, on tegemist siiski keerukusklassiga o (1og N). Ehk me ei eelda tipset ssmmude arvu
log N vaid tegemist on suurusjdrguga log N.

Jargnevalt kisitletakse kahte tasakaalus otsingupuud: AVL puud ja puna-musta puud.

AVL puu

Hea lahenduse puu optimaalses seisundis hoidmiseks pakkusid 1962. aastal vélja teadlased

G. M. Adelson-Velskii ja E. M. Landis. (Adelson-Velskii, G. M., & Landis, E. M. (1962). An
algorithm for the organization of information. Soviet Math. Doclady, 3, 1259-1263,
https://zhjwpku.com/assets/pdf/AED2-10-avi-paper.pdf) Nende meetod vajab kiill iga tipu jaoks veidi
tdiendavat mélu, kuid garanteerib see-eest alati logaritmilise otsimisaja. Lihtudes puu reeglitest
hinnatakse otsingu sammude arvuks halvimal juhul (ingl worst case) 1.440 * log N. Oma leiutajate
auks kannab see puu AVL-puu (ingl AVL-tree) nime.

AVL puu peamine reegel on, et iga tema tipu vasaku ja parema alampuu kdrguste vahe (erinevus) ei
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ole suurem kui iiks. See reegel kehtib absoluutselt igas tipus.

Tasakaalustamine

AVL-puu saamiseks on vaja peale tipu lisamist voi kustutamist kontrollida puu tasakaalustatust ja
vajadusel viia puu tasakaalu tippe timber paigutades.

Puu tasakaalustamiseks seotakse iga tipuga tasakaalufaktor (ingl balancing factor), mille abil
iseloomustatakse iga tipu vasaku ja parema alampuu kdrguste vahet. Faktoril saab olla kolm erinevat
vadrtust, mis kirjeldavad tipu olukorda:

-1 tipu vasak alampuu on 1 vorra korgem
+1 tipu parem alampuu on 1 vorra kdorgem
0 tipu mdlema alampuu kdrgused on vordsed

Puu jaoks kriitilised on tipud faktoritega -1 ja +1. Kui esimesel juhul lisada tipp vasakusse alampuuse
ja teisel juhul paremasse alampuusse, ldheb puu vastava tipu kohal tasakaalust vélja.

Eristatakse kahte erinevat varianti tasakaalust vélja minekul (ja vastavaid tasakaalustamise algoritme)
pluss peegeldused:

1. Tipu A parem alampuu on iihe vorra kdrgem (faktor +1), parema alampuu (millel juureks B)
paremasse alampuusse lisatakse tipp, sellega muutub ka tipu B faktor +1 ja tipus A ldheb puu
tasakaalust vdlja. Peegeldatud olukord tekib siis, kui eelnevalt on tipu A faktor -1 ja tema
vasakusse alampuusse tipuga B lisatakse vasakule juurde tipp. Selle tagajirjel saab tipu B
faktoriks -1 ja puu on tipus A tasakaalust viljas (vt Joonis 4).

2. Tipul A on tihe vorra kdrgem parem alampuu (faktor +1), tema paremasse alampuuse tipuga B
lisatakse vasakule poole tipp, nii et tipu B jaoks tasakaalufaktor muutub -1. Peegelduses: tipul
A on eelnevalt faktor -1 ja tema vasakusse alampuusse tipuga B lisatakse paremale juurde tipp,
mille tulemusena tipu B faktoriks saab +1 ning puu on tipus A tasakaalust viljas (vt Joonis 5).

Joonis 4: Puu tasakaalustamise esimene variant

Selgitus esimesele tasakaalustamise variandile (Joonis 4). Puu on tasakaalust véljas kaks korda iihele
poole. Enne tipu lisamist on tipu A tasakaalufaktor +. Tipu B tasakaalufaktor saab peale tipu lisamist
+. Puu on tipus A tasakaalust viljas. Tasakaalustamiseks pooratakse alampuud tipuga A vasakule. B
saab uueks alampuu juureks ning tipu B vasak alampuu saab A paremaks alampuuks.
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Joonis 5: Puu tasakaalustamise teine variant

Selgitus teisele tasakaalustamise variandile (Joonis 5). Puu on tasakaalust véljas tipus A paremale ja
tipus B vasakule. Enne tipu lisamist oli tipu A tasakaalufaktor +. Peale tipu lisamist saab tipu B
tasakaalufaktoriks - ja puu on tipus A tasakaalust véljas. Tasakaalustamiseks tehakse 2 pooret:
koigepealt tipu B kohal paremale (B asemel saab alampuu juureks tema vasak jirglane X ja tekib 1.
variant) ja seejérel tipu A juures vasakule (uueks juureks saab X).

Lisaks tasub tdhele panna, et uue tipu lisamisel voib puu tasakaalust vilja minna korraga mitme tipu
juures. Peale tipu lisamist muudetakse alt iiles (lehest juureni) litkkudes koik tasakaalufaktorid ning
koos sellega kontrollitakse puu seisundit, alustatakse kontrolli ja tippude pddramist alt poolt. Kontrolli
kaigus liigutakse mooda puud kuni juureni ja podramisi voib olla vaja teha rohkem kui iihes kohas. Et
kontrollida saaks mugavalt, peab lisaks tasakaalufaktorile igas puu tipus ka meeles pidama selle tipu
korgust, sest see annab iihtlasi teada alampuu korguse. Lehe korgus on 0, jargmistel tippudel on kdrgus
pikim tee leheni. Juure kdrgus on kogu puu kdrgus ehk sama moodi pikim tee leheni.

Andmestruktuuri, kus hidapérastele andmetele lisatakse operatsioonide efektiivsuse tdstmiseks veel
mingeid vairtuseid (puu kdrgused jms) nimetatakse laiendatud andmestruktuuriks (ingl augmented
data structure).

Puna-must puu

Puna-must puu (ingl red-black tree) on kahendotsingupuu, kus méératakse igale tipule varv: punane
vOi must. Vérvide abil kirjeldatakse puna-musta puu reeglid. Arvestades puna-musta puu reegleid, ei

saa iikski tee puu juurest leheni olla tile kahe korra pikem vorreldes iikskdik millise teise samas puus

oleva teega. V0ib viita, et puu on ligikaudu tasakaalus. Sellele puule omase tasakaalustamise tehnika
pakkus esimest korda vélja R. Bayer. Pikemalt to6tasid puu kallal ja andsid talle nime L. J. Guibas ja
R. Sedgewik.

Puna-must puu (liihendan edaspidi PM-puu) on kahendotsingupuu, kus on tdidetud puna-mustad
omadused (ingl red-black properties):

a) iga tipp on kas punane voi must;

b) puu juur on must;

¢) lehtede NIL-viidad (ehk tiihjad alampuud) on mustad;

d) kui tipp on punane, on tema mdlemad lapsed mustad;

e) iga tipu jaoks koik temast algavad teed kuni leheni sisaldavad tihepalju musti sdlmi.

Kolmas ja neljas reegel tagavad selle, et puu on otsimiseks mdistlikus seisus. Téanu nendele reeglitele
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pole tikski tee juurest leheni iile kahe korra pikem kui mistahes teine tee. Kui mustal tipul voib olla ka
must jarglane vOi vanem, siis punasel tipul tohivad olla vaid mustad lapsed ja must vanem, seega
litkkudes puu juurest leheni ei saa kohata jarjest kahte punast tippu.

n tipuga PM-puu maksimaalne korgus on 2*1og (n+1) . Sellest jareldub, et iildisemalt igasugused
operatsioonid jiddvad logaritmilisse suurusjarku o (1og n).

3. reegliga peab arvestama puu reegleid rikkuvate tippude uurimisel ja puu korrastamisel.

Lisaks tavalisele puu kdrgusele radgitakse PM-puu mustast korgusest (ingl black hight) - see on
mustade tippude arv puu juurest leheni (véljaarvatud juur ise). Puu must kdrgus on iga lehe suhtes
ithesugune (5. reegel). Sarnaselt méératakse must korgus igale tipule - mustade tippude arv, vilja
arvatud tipp ise.

PM-puus toimub otsinguvotmega tipu otsimine, samuti vihima ja suurima elemendi leidmine
sarnaselt tavalisele kahendotsingupuule (keerukus koigi operatsioonide jaoks 0 (1og n)). Uue
elemendi lisamisel on erinevused, mis seostuvad reeglite tdidetuse kontrollimise ja puu korrastamisega.

Elemendi lisamine

Et tegemist on kahendotsingupuuga, algab uue elemendi lisamine puusse sarnaselt varem kirjeldatuga.
Edasi tuleb aga kontrollida, kas puna-mustad omadused on jatkuvalt tdidetud ja kui ei ole, tuleb hakata
puud korrastama, ehk tippude asukohti muutma. Vajadusel tehakse AVL-puule sarnaseid poordeid.
Esimese korrastamise jéarel voivad omadused mitte kehtida jairgmises kohas ja nii korrastatakse puud
ilespoole litkudes, kuni jille kehtivad kdik puna-mustad omadused.

Puu korrastamiseks kasutatakse kolme operatsiooni:
- tippude virvimine - punane tipp virvitakse mustaks ja must punaseks;

+ pOore vasakule - tipu X parem laps saab uueks (alam)puu juureks ning X ise satub tema vasakuks
lapseks (vt Joonis 6 ja ka pdéramine AVL-puus Joonis 4);

+ poore paremale - tipu X vasak laps saab uueks (alam)puu juureks ning X ise satub tema paremaks
lapseks (vt Joonis 6 ja ka podramine AVL-puus Joonis 4).

paremale
4>
vasakule
D

a b b C

Joonis 6: Puu péoramine tippude X ja Y kohalt
paremale ja vasakule.

Uus tipp lisatakse leheks nagu tavalises kahendotsingupuus ja vérvitakse esialgu punaseks. Kui tipp
lisatakse punase tipu kiilge, siis lisatud tipp rikub puna-musti reegleid. Jargneb PM-puu taastamiseks
tsiikkel mooda puud iiles, kuni enam reegleid ei rikuta. On kolm erinevat juhust (+ kolm peegeldatud
juhust), millele vastavalt tegutseda tuleb.

1. Lisatud (reegleid rikkuva) tipu isa ja onu (kus on onu?) on punased:
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Lisatud tipu isal, onul ja vanaisal muudetakse virv (vanaisa punaseks, isa ja onu mustaks).

2. Reegleid rikkuva tipu isa on punane ja onu on must. Lisatud tipp on oma isale paremaks lapseks, isa
aga vasakuks lapseks. Reegleid rikkuva tipu ja tema punase vanema juures tehakse pddre vasakule.
Tavaliselt viib see 3. juhuse tekkimisele.

3. Reegleid rikkuva tipu isa on punane ja onu on must. Nii lisatud tipp kui ka isa on vasakud lapsed.

Kodigepealt tehakse pdore paremale punase isa ja musta vanaisa suhtes. Seejérel vérvitakse ringi
punane isa ja must vanaisa ning puna-mustad omadused on taastatud.

Kui p6dramiste tulemusena puu juureks saab punane tipp, siis see virvitakse mustaks.

B-puu

B-puu (ingl B-tree) on teatud tiilipi otsingupuu, mis on sobiv info hoidmiseks kdvakettal, kus toimub
otsepdordumine. Hoides infot kettal pole nii oluline arvutusteks kuluv aeg, kui aeg, mis kulub kettaga
suhtlemiseks (lugemiseks ja kirjutamiseks). Suurema osa poordumisajast (ingl access time) vitab
lugemispea nihutamine digele rajale ja sektorile, sektor loetakse tavaliselt korraga. Hilisem to6tlemine
on reeglina kiirem. Seega vajab optimeerimist poordumiste arv. Mida vdahem tuleb dige sektori
leidmiseks jargmise sektori poole podrduda, seda parem.

B-puus on sisend-véljundoperatsioonide arv proportsionaalne puu kdrgusega, seepérast tuleb puud
hoida madalana. Uhe tipu laste arvu ei piirata 2-ga, vaid praktiliselt voib see ulatuda ka 1000-sse.
Seega on puu kdrgus palju viiksem kui tasakaalustatud kahendotsingupuul.

Reeglid B-puu jaoks, mille jark (maksimaalne tipu laste arv) on t:

1. Igas tipus x on véljad, milles hoitakse:
a) tipu votmete arvu x.n;
b) votmeid mittekahanevas jarjekorras x.k, <= x.k, <= ... <= x.k.;
c) téhist, kas tipp on leht (loogikavédrtus).

2. Kui x on sisemine tipp, on temas x.n elementi ja x.n+1 viita lastele.

3. Kuna lehtedel lapsi pole, pole nende jaoks ka viidavéljasid ettendhtud.

4. Tipus olevad vdtmed (x . n tiikki) on piirideks, mille jérgi jaotatakse votmed alampuude vahel.

5. KOdik lehed on samal tasemel.

6. Uhes tipus siilitatavate votmete arv on piiratud nii iilalt kui ka alt ja see on iihesugune kogu t >= 2
jarku puu tippude jaoks. T (¢t >= 2) on B-puu minimaalne jark (ingl minimum degree):

a)igas tipus (va juurtipus) on vdahemalt t-1 votit, st sisemistel tippudel on vihemalt t last, kui puu
pole tiihi, peab juurelemendis olema vihemalt iiks voti;

b)igas tipus ei ole rohkem kui 2t-1 votit, st sisemisel tipul ei ole rohkem kui 2t last; tipp on tdis
(ingl full), kui temas on 2t-1 votit.

Lihtsamal juhul on t=2, siis saadakse 2-3-4-puu (ingl 2-3-4 tree). Praktikas soovitatakse t votta
suurem kui 2.

Tipus x sdilitatakse x.n votit. Nende vOtmete jargi jagatakse lapsed x.n+1 gruppi. Seega on tipul x
x.n+1 last. Otsimisel vorreldakse otsinguvotit tipus x olevate votmetega ja valitakse jatkamiseks iiks
voimalikest teedest, vastavalt sellele, millisesse votmete abil midratud vahemikku otsinguvoti kuulub.
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BC | [ FG | [JKL
Joonis 7: B-puu, kuhu on paigutatud kaashddlikud.

Tipp votmetega D ja H jaotab kaashdilikud kolme gruppi: BC (kuni D-ni), FG (D kuni H), ja JKL (H
kuni M, sest M jaotab votmed puu juurelemendis) (vt Joonis 7).

Algoritmid B-puude jaoks hoiavad pohimélus vaid osa informatsiooni ja seepérast ei ole puu suurus
piiratud pohimélu suurusega. Kuna lugemine on seotud sektori suurusega, on hea, kui B-puu tipp katab
tapselt lihe ketta sektori. Mida suurem on hargnemine igas tipus (suurem on puu jirk), seda madalam
puu tekib, vihem on vaja solmi kettalt lugeda ja seda kiiremini otsimine toimub.

Otsimine B-puus

Otsimine B-puus on sarnane otsimisele kahendpuus. Vahe on selles, et valida tuleb rohkem kui kahe
(x.n+1) lapse vahel. Otsimisel vaadatakse juurest alustades igas tipus x labi votmed. Kui otsinguvoti
k leitakse, tagastatakse viide tipule ja votme jarjekorranumber antud tipus. Igas tipus vaadatakse
votmed jérjest 14bi ja peatutakse vdhima i juures, mille jaoks k <= x.key. Kui sellist ei leita, siis saab
i vadrtuseks x.n+1. Kui otsinguvoti k leiti, siis to0 10ppeb, vastasel juhul programm peatub (kui
uuritav tipp on leht) voi kutsub enda rekursiivselt vélja, olles eelnevalt kettalt méllu lugenud sektori
jérgmise tipuga, millest otsimist jitkata.

Votmete lisamine B-puusse

Votmete lisamine B-puuse on keerulisem operatsioon, kui votme lisamine kahendotsingupuusse.
Votmete lisamise kdigus voib juhtuda, et monda tippu saab rohkem votmeid kui lubatud (rohkem kui
2t-1 votit). Sel juhul tuleb tipp poolitada. Saadakse 2 tippu, millest kummaski on t-1 votit. Seoses
sellega tekib poolitav voti (ingl median key). See voti tuleb omakorda lisada poolitatud tipu vanema
votmete hulka. Niilid on vdimalus, et vanema votmete arv ldheb “iile serva”. Sel juhul tuleb
poolitamisprotseduuri korrata vanema jaoks jne kuni juureni vilja.

Votmete kustutamine B-puust

Votmete kustutamisel voib tipus olevate votmete arv langeda alla minimaalse jargu t ja sel juhul tuleb
kaks tippu lihendada. Seoses sellega kaob ka tiks voti ithendatud tippude vanem-tipust, kus voib
omakorda tekkida “alatditumine” jne.
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